3.3. DEVIRLI GRUPLAR:
Tamm 3.3.1. G bir grup ve M, G nin bir alt kiimesi olsun. G nin M yi kapsayan biitiin alt
gruplarinin kesisimine M nin iirettigi (dogurdugu) alt grup denir ve genellikle <M > ile

ifade edilir. M nin elemanlarina da < M > grubunun iiretecleri (doguraylari) denir.

Not: H <G ve M c H ise tanimdan <M >c H oldugu anlasilir. Dolayistyla <M >, G nin
M yi kapsayan en kiiciik alt grubudur.

Not: G bir grup ve M = ise <M >={e}dir.

Teorem 3.3.2. G bir grup ve & # M — G olsun. Bu durumda
<M >= {al”‘a;2 a”

.
reZ”, n,n,,...n €7, a,,a,,...,qa, € M}

olur.

Ispat: Az{af‘a;’z...af’ ‘re 7', n,n,,...n €7, a,a,,..,a,c M} diyelim. Vae M igin

a=a'e A olup M c A olur. Burada M # O oldugundan A #J olur. Ayrica Ac G oldugu
da aciktir. Yani @#AcG olur. Herhangi x,ye A alalm. x,ye A oldugundan



x=a"ay..a’” ve y=b"b)"..b" olacak sekilde Ir,se Z", In,,n,,...n,m,m,,..m €7 ve
da,,a,,...,a,,b,b,,...b,e M vardir. x=a"ay..a’” ve y=b"b"..b" oldugundan
xy' =al'ay..al (bbb )'1 =a"al..a"b. b " . b olup burada
NNy, ,—M_,—Mm_,...—m €Z Ve a,a,,..a,b.,b_,..,bpe M oldugundan A nm
tanimindan xy™' =a"a)..a”b;"b""..b7™ € A olur. Yani Vx,ye A i¢in xy~ € A olup ilgili

teoremden A <G olur. M c A ve A<G oldugundan <M >c A olur.
Herhangi xe A alalim. xe€ A oldugundan x=aq"a)*...a’” olacak sekilde Ire Z",

dn,n,,..,n €% ve Ha,a,,..,a €M vardir. Burada a,a,,....a,eM ve M c<M >
oldugundan a,,a,,...,a, e<M > olup <M ><G oldugundan x=aq"ay*...a” e<M > olur.
Yani Vxe A i¢cin xe<M > olup Ac<M > olur. Ayrica <M >c A oldugundan

<M>=A ={a1"'a;’2...aff reZ’, n,n,,..,n €7, a,,a,,...,a, € M} olup istenen elde edilir.

Tamm 3.3.3. G bir grup ve M c G olmak iizere G =<M > ise G ye M ile iiretilmis grup
denir. G =<M > olacak sekilde G nin sonlu elemanl bir M alt kiimesi varsa G ye bir sonlu



iiretilmis grup denir. Eger G =<{a}> olacak sekilde Jae G varsa G ye a elemam ile
iiretilmis bir devirli grup denir ve genellikle G =< a > olarak yazilir.

Not: Teoremden <a >= {a”

ne Z} olur. Eger burada G toplamsal grup olarak alirsa a

elemaninin tirettigi devirli grup <a >= {na |n € Z} olur.

Not: Devirli bir grup degismelidir.

ORNEK: Z Tamsayilar kiimesi bildigimiz + islemine gore 1 ile iiretilmis bir sonsuz devirli
gruptur.

ORNEK: G ={1,-1,i,—i} kiimesi kompleks sayilarda bildigimiz ¢arpma islemine gore i ile
iretilmis 4. mertebeden bir devirli gruptur.

Teorem 3.3.4. G =<a > bir devirli grup olsun. Bu takdirde G nin mertebesinin sonlu olmasi
icin gerek ve yeter kosul a nin bazi farkli pozitif tamsay1 kuvvetlerinin ayn1 olmasidir.



Sonu¢ 3.3.5. G =<a >, t. mertebeden bir devirli grup olsun. Bu durumda ¢, a* =e olan k
pozitif tamsayilarin en kii¢iigiidiir. Ayrica G = {a, a’,.,a = e} olur.

Sonug¢ 3.3.6. G =<a > bir devirli grup olsun. Bu takdirde G nin mertebesinin sonlu olmasi
icin gerek ve yeter kosul a nin bazi farkli tamsay1 kuvvetlerinin ayni olmasidir.

Sonu¢ 3.3.7. G=<a> bir devirli grup olsun. Eger G:{a"‘ne Z+} ise G nin mertebesi

sonludur.

Teorem 3.3.8. Devirli bir grubun her alt grubu da devirlidir.

Teorem 3.3.9. G =<a > bir sonsuz devirli grup ise G nin {e} den farkli her alt grubu da bir
sonsuz devirli gruptur.
Ispat: G=<a> bir sonsuz devirli grup, H <G ve H #{e} olsun. Bir 6nceki teoremden H

de devirli olup H =<b> olacak sekilde dbe H vardir. Simdi H nin mertebesinin sonlu
olmadigini gosterirsek istenen elde edilir. Aksini kabul edelim. Yani H nin mertebesinin sonlu

oldugunu kabul edelim. Bu durumda ilgili teoremden b" =b™ ve s #s, olacak sekilde



3s,,s,€ Z vardir. H=<b> ve H#{e} oldugundan b#e olur. be HcG=<a>
oldugundan b =a" olacak sekilde dne Z vardir. b=a" ve b#e oldugundan n#0 olur.
s, #s, ve n#0 oldugundan ns #ns, olur. b=a" ve b"=5b" oldugundan
a™ = (a” )X] =p" =b" = (a” )Sz =a"™ olup ns #ns, ve G=<a> oldugunudan ilgili

teoremden G nin mertebesi sonlu olur ki bu da G nin bir sonsuz devirli grup olmasiyla celisir.
O halde kabuliimiiz yanlis olup H nin mertebesi sonlu degildir.

Teorem 3.3.10. G =<a>, n. mertebeden bir devirli grup ise G nin her alt grubunun
mertebesi 7 yi boler ve n nin her pozitif g boleni i¢in G nin mertebesi g olan bir ve yalmz bir

tane alt grubu vardir. Eger burada s€ Z" olmak iizere n =sq ise bu mertebesi ¢ olan alt grup

<a’ > olur.

Tamm 3.3.11. G bir grup ve a€ G olsun. a elemaninin {iirettifi <a > devirli grubunun
mertebesine a elemanmmin mertebesi denir ve genellikle o(a) ile gosterilir.



Not: Ilgili teoremden o(a) varsa a" =e kosulunu saglayan n pozitif tamsayilarin en kiigiik
olanidir.

Teorem 3.3.12. G bir grup, ae G ve o(a)=n olsun. me Z olmak iizere a” =e olmasi igin
gerek ve yeter kosul n|m olmasidir.
Ispat: (=) a” =e olsun. o(a)=n oldugundan n sayis1 a* =e olan k pozitif tamsayilarn en

kiiciigtidiir. ne Z* oldugundan m sayisini n ye kalanli olarak bolebiliriz. Bu durumda
m=qgn+r ve 0<r<n olacak sekilde dg,reZ vardir. a" =a"=e ve m=gqgn+r

oldugundan e=a" =a™"" = (a” )q7 a" =e'a’ =a" olur. Eger burada r#0 olsa O0<r<n olup

a’ =e oldugundan bu durum n sayisimn a' =e olan k pozitif tamsayilar en kiiciigii
olmasiyla celisir. O halde » =0 olup m =gn+r =gn ve buradan da n|m elde edilir.

(&) n|m olsun. Bu durumda m=nc olacak sekilde 3ce Z vardir. o(a)=n oldugundan

a" =e olur. Bu durumda m=nc oldugundan a" =a™ = (a" )C =e“ =e olup istenen elde

edilir.



Teorem 3.3.13. G=<a>, n. mertebeden bir devirli grup olsun. se Z olmak iizere a’
elemanminin G nin bir iireteci (yani G =<a’ >) olmasi igin gerek ve yeter kosul (s,n)=1
olmasidir.

ispat: (=) seZ olmak iizere G=<a'> olsun. ae G=<a' > oldugundan a=(a') =a"
olacak sekilde Jxe Z vardir. a =a™ oldugundan @' =e olup o(a)=0°(G)=n oldugundan
ilgili teoremden n|1—sx olur. n{l—sx oldugundan 1-sx=ny olacak sekilde dye Z vardir.

l-sx=ny oldugundan sx+ny=1 olup burada x,yeZ oldugundan ilgili teoremden
(s,n)=1 olur.

(<) (s,n)=1 olsun. Bu durumda ilgili teoremden sx+ny=1 olacak sekilde Ix,yeZ
vardir. o(a)=°(G)=n oldugundan a"=e olur. 0 halde
a=a =a™" = (a“' )x (a” )y = (a‘T )x e’ = (a‘T )x e<a’> olup <a'><G  oldugundan

G =<a>c<a’' > olur. Ayrica <a’ >c G oldugundan G =<a’ > olup istenen elde edilir.

Teorem 3.3.14. G =< a > bir sonsuz devirli grup ise iiretecleri sadece a ve a”' olur.



. . .« g — -1 — —
Ispat: G=<a> bir sonsuz devirli grup olsun. az(a 1) e<a'> ve <a'><G

oldugundan G =<a>c<a™' > olup ayrica <a~' >c G oldugundan G =<a ' > olur. Simdi
s€ Z olmak lizere G=<a’> olsun. s=1 veya s=-1 oldugunu gosterirsek istenen elde

edilir. ae G=<a’ > oldugundan a= (a“' )x =a” olacak sekilde dxe Z vardir. Eger burada

1#sx olsa a' =a=a" ve G=<a> oldugundan ilgili teoremden G nin mertebesi sonlu olur
ki bu da G =< a >nin bir sonsuz devirli grup olmasiyla celisir. O halde 1=sx olup sl olur.

s|1 ve 1 in bolenleri sadece 1 ve —1 oldugundan s=1 veya s =—1 olup istenen elde edilir.

ORNEK: (Z,+) grubunun her alt grubu devirli oldugundan (Z,+) grubunun alt gruplar
me 7 olmak iizere <m>=mZ ={mk|k e Z} seklindedir.

ORNEK: G =<a >, 20. mertebeden bir devirli grup olsun. Bu grubun
(i) alt gruplarim belirtiniz.

(ii) mertebesi 4 olan elemanlarint bulunuz.



(iii) mertebesi 5 olan elemanlarini bulunuz.

Coziim: (i) G=<a >, 20. mertebeden bir devirli grup oldugundan ilgili teoremden G nin her

alt grubunun mertebesi 20 sayisim1 bdler ve 20 nin her pozitif g boleni i¢in G nin mertebesi g
olan bir ve yalniz bir alt grubu vardir. Burada s€ Z* olmak tizere 20 = sq ise bu mertebesi g

olan alt grup < a® > olur. 20 nin pozitif bolenleri 1, 2, 4, 5, 10 ve 20 sayilaridir. Buna gore,
20=20-1 oldugundan G nin mertebesi 1 olan alt grubu < a* >= {e} ve mertebesi 20 olan alt

grubu <a' >=G olur,
20=10-2 oldugundan G nin mertebesi 2 olan alt grubu < a'’ >:{a1°,a2° = e} ve mertebesi

10 olan alt grubu < a’ >:{az,a“,aﬁ,ag,am,alz,a”,a”’,alg,azo = e} olur,
20=5-4 oldugundan G nin mertebesi 4 olan alt grubu <a’ >:{a5,a1°,a15,a2° = e} ve
mertebesi 5 olan alt grubu < a* >:{a4,a8,a12,a16,a2° = e} olur.

Sonu¢ olarak G nin alt gruplan <a'>=G, <a*>, <a*>, <a’>, <ad""> ve
<a” >={e} olur.



(ii) 20=5-4 oldugundan ilgili teoremden G nin mertebesi 4 olan tek alt grubu
<a’ >:{a5 ,a",a’,a” :e} olur. Dolayisiyla G nin mertebesi 4 olan elemanlari
<a’>={a’,a",a",a” = e} grubunun iiretecleri olur. Ngili teoremden
<d’ >:{a5,a1°,a15,a2° = e} grubunun iretegleri s€ Z, 1<5<4 ve (s5,4)=1 olmak iizere

(¢°) =a™ seklindedir. Burada 1<s<4 ve (s,4)=1 kosuluna uyan s tamsayilart 1 ve 3

5

oldugundan G nin mertebesi 4 olan elemanlar1 ¢’ =a’ ve a’ = 4" olur.

(iii) 20=4-5 oldugundan ilgili teoremden G nin mertebesi 5 olan tek alt grubu

20

<a'>= {a“,ag,a‘z,a”’,a e} olur. Dolayisiyla G nin mertebesi 5 olan elemanlar
<a'>= {a4,a8,a12,a16,a2° = e} grubunun iiretecleri  olur. Ilgili  teoremden
<a*>= {a4,a8,a12,a16,a20 = e} grubunun iiretegleri s€ Z, 1<5<5 ve (s,5) =1 olmak iizere
(a*) =a* seklindedir. Burada 1<s<5 ve (s,5)=1 kosuluna uyan s tamsayilari 1, 2, 3 ve 4

oldugundan G nin mertebesi 5 olan elemanlar1 a*' =a*, a** =d®, a** =d" ve a** =d"

olur.



Not: G =<a >, n. mertebeden bir devirli grup olsun. Bu durumda
1) G nin alt gruplari sayis1 n nin pozitif bolenleri sayisidir.

(ii)) G nin iiretegleri sayis1 @(n) olur.
(1)) g, n nin bir pozitif boleni olmak iizere G nin mertebesi g olan elemanlar sayisi

»(q) olur.
Burada ¢ Euler fonksiyonudur.

3.4. NORMAL ALT GRUPLAR:

Teorem 3.4.1. G bir grup ve H <G olsun. G de = bagintist a,be G olmak iizere
a=b(modH) < ab™ e H

olarak tanimlansin. Bu takdirde = bagintis1 G de bir denklik bagintisidir.



Ispat: Yansima: Vae G igin aa™' =ee H oldugundan a=a(modH) olup = bagmtisinin
yansima 6zelligi vardir.
Simetri: a =b(mod H ) olan herhangi a,be G alalim. a =b(mod H ) oldugundan ab™ € H
olup H <G oldugundan ba™' = (b*l)fl a'= (abfl)f1 € H olur. O halde b=a(mod H) olup
= bagintisinin simetri 6zelligi vardir.
Gegisme: a=b(mod H) ve b=c(mod H) olan herhangi a,b,ce G alahm. a=b(mod H )
ve b=c(mod H) oldugundan ab™',bc™' € H olup H <G oldugundan ac™' =ab 'bc”' € H
olur. O halde a=c(mod H) olup = bagintisimin gegisme 6zelligi vardir.

Boylece = bagintis1 G de bir denklik bagintisi olup istenen elde edilir.

Teorem 3.4.2. Yukaridaki = denklik bagintisina gore bir ae G elemaninin denklik sinifi G
nin a =Ha= {ha|he H } alt kiimesidir. Ha ya a elemaninin H alt grubuna gore sag denklik

sinifi denir.



Ispat: Herhangi xe a alahm. xea oldugundan x=a(mod H) olup xa™'€ H olur. Burada

xa'=h dersek he H olur. xa'=h oldugundan x=ha olup he H oldugundan
x=hae Ha olur. O halde

acHa ... (1)
olur. Herhangi xe€ Ha alalim. xe Ha oldugundan x=ha olacak sekilde Jdhe H vardir.

x=ha oldugundan xa™ =he H olup x=a(mod H) olur. O halde x€ a olup

Haca ...(2)
olur. (1) ve (2)den a = Ha = {ha |h eH } olup istenen elde edilir.

Teorem 3.4.3. G bir grup ve H <G olsun. G de =, bagintist a,be G olmak lizere

a=, b(modH) <= a'be H
ile tanimlansin. Bu takdirde =, bagintisi G de bir denklik bagintisidir ve bu bagintiya gore
bir a€ G elemaninin denklik simifi G nin a = aH :{ah|he H } alt kiimesidir. aH ye a

elemaninin A alt grubuna gore sol denklik simifi denir.
Ispat: ODEV.



Teorem 3.4.5. G bir grup, H <G ve H sonlu elemanl olsun. Bu durumda H alt grubuna gore
biitiin sag ve sol denklik siniflarinda sonlu sayida eleman olup ayni1 sayida eleman bulunur.
Ispat: Herhangi ae G alalim.

f:H - Ha,x— f(x)=xa
doniisiimiinii tanimlayalim. f nin bir fonksiyon oldugu agiktir. f(x,)=f(x,) olan herhangi
x,x,€ H alahm. f(x)=f(x,) oldugundan x,a=x,a olup kisaltma 6zelliginden x, = x,
olur. O halde f birebir olur. Herhangi ye Ha alalim. ye Ha oldugundan y=xa olacak
sekilde Jxe H vardir. Burada fnin tammindan f(x)=xa=y olup f ortendir.

f+H — Ha birebir ve orten bir fonksiyon ve H sonlu elemanli oldugundan Ha da sonlu
elemanl ve s(Ha) =s (H ) = o(H ) olur. Benzer sekilde

g:H —>aH,x%g(x)=ax
doniisiimiinii tanimlayarak aH kiimesinin de sonlu elemanli ve s(aH)=s(H)=o(H)

oldugu gosterilebilir (ODEV). Yani H alt grubuna gore biitiin sag ve sol denklik siniflarinda
sonlu sayida eleman olup ayni sayida eleman bulunur.



Not: H <G ise He=eH = H oldugundan H, e elemaninin H ye gore hem sag, hem de sol
denklik sinifidir.

LAGRANGE TEOREMI: Sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi grubun mertebesini
boler.

Ispat: G bir sonlu grup ve H <G olsun. o(G)=n ve o(H)=k diyelim. k|n oldugunu

gosterirsek istenen elde edilir. G bir sonlu grup oldugundan G de H ye gore sag denklik
siniflarinin sayisi da sonludur. Kabul edelim ki G de H ye gore birbirinden farkli sag denklik

siiflarmim ailesi a,,a,,..,a,€ G (te Z*) olmak iizere {Ha,,Ha,.....Ha,} olsun. Soyut
Matematik dersindeki ilgili teoremden {Ha,, Ha,,...,Ha,} ailesi G nin bir ayrisimi olup yine
Soyut Matematik dersindeki ilgili teoremden n=s(G)=s(Ha,)+s(Ha,)+...+s(Ha,) olur.
Ote yandan bir Onceki teoremden 1<i<t icin s(Ha,)=o(H)=k olur. O halde
n=s(Ha,)+s(Ha,)+...+s(Ha)=k+k+..+k=kt olup k|n olurki bu da istenendir.

t tane



Sonu¢ 3.4.6. G bir sonlu grup ve H <G ise G de H alt grubuna gore sag ve sol denklik
siiflarinin sayist aynidir. Bu sayiya H alt grubunun G icindeki indeksi denir ve genellikle

oG
(G:H) ile gosterilir. Ayrica (G: H) = ((H)) olur.

Ispat: ODEV.

Sonug 3.4.7. G bir sonlu grup ve o(G)=n ise Vae G icin o(a)|n olup a" =¢ olur.
Ispat: ODEV.

Teorem 3.4.8. N <G olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) Yae G ve Vxe N igin axa'e N dir.

(ii) Yae G igin aNa™ < N dir.

(iii) VYae G igin aNa™ = N dir.

(iv) Vae G igin aN = Na dur.

Ispat: (i)=(ii) Vae G ve Vxe N igin axa'e N olsun. Bu durumda Vae G igin

aNa™' ={axa™|xe N} = N olup istenen elde edilir.



(ii)= (iii) Yae G igin aNa™' = N olsun. Herhangi ae G alahm. Hipotezden aNa™' c N

olur. a”' € G oldugundan hipotezden a 'Na=a'N (cfl )71 C N olur. Herhangi xe N alalim.

y=a'xa diyelim. Burada y=a"'xa€ a”'Na olup a'Nac N oldugundan ye N olur. Bu
durumda x=aa'xaa' =aya™' € aNa™' olup N c aNa™" olur. Ayrica aNa™' < N oldugundan
aNa™' = N olur. Yani Vae G icin aNa™' = N olup istenen elde edilir.

(iii)=(iv) VYae G ig¢in aNa™' =N olsun. Herhangi ae G alahm. aN =Na oldugunu

gosterirsek istenen elde edilir. Hipotezden aNa™' = N olur. Herhangi x€ aN alalim. x€ aN

oldugundan  x=an  olacak sekilde dne N vardir. x=an  oldugundan
xa~' =ana” € aNa™ =N olup m=xa™" dersek me N olur. O halde x=xa"'a=mae Na
olup

aN cNa ... (1)
olur. Herhangi xe€ Na alalim. xe Na oldugundan x=na olacak sekilde dne N vardir.
x=na oldugundan xa' =ne N =aNa™" olup xa™' =ama™" olacak sekilde Ime N vardir.
xa~' =ama™" oldugundan kisaltma zelliginden x=ame aN olup

NacaN ... (2)
olur. (1) ve (2) den aN = Na olup istenen elde edilir.



(iv)= (i) VYaeG igin aN=Na olsun. Herhangi ae G ve herhangi xe N alalim.

Hipotezden aN = Na olur. ae G ve xe N oldugundan axe aN = Na olup ax=na olacak
sekilde Ine N vardir. ax=na oldugundan axa' =ne N olur. Yani Vae G ve Vxe N
icin axa™' € N olup istenen elde edilir.

Tamm 3.4.9. Teoremin denk kosullarindan birini saglayan G nin bir N alt grubuna bir
normal alt grup denir ve N < G ile ifade edilir.

Not: G bir grup ise G <G ve {e¢} <G olur. (Nedeni ODEV)

Not: G bir degismeli grup ise G nin her alt grubu normaldir. (Nedeni ODEV)
Not: N< G ise N ye gore tanimlanan sag ve sol denklik simiflar1 aynidir.

Teorem 3.4.10. G bir grup olsun. G nin birtakim normal alt gruplarinin kesisimi de bir normal
alt gruptur.



Ispat: {Ni}ie ,» G nin normal alt gruplarinin bir ailesi olsun. ﬂN ; <G oldugunu gosterirsek
iel
istenen elde edilir. Vie I i¢in N, <G oldugundan N, <G olup ilgili teoremden ﬂNi <G
olur. Herhangi ae G ve herhangi xe ﬂNl. alalim. xe ﬂNl. oldugundan Vie I 1;;1 xe N,
olup N, <G oldugundan tanimdan l:xa‘1 € N, olur. lfvl’i el igin axa”'e€ N, oldugundan
axa' € ("|N, olur. Yani Vae G ve Vxe(|N, i¢in axa” €[ |N, olup tammdan [|N, <G
iel iel iel iel

olur.

Not: N<G olsun. G de N ye gore sol (veya sag) denklik smiflarinin kiimesi G/ N ile
gosterilir. Yani G/ N = {aN |ae G} :{Na|ae G} olarak tanimlanir.

Teorem 3.4.11. N <G ise a,be G olmak iizere VaN,bN € G/ N i¢in
(aN)(bN) = (ab) N

olur.



Ispat: N <G olsun. a,beG olmak iizere herhangi aN,bNe G/N  alalim.
(aN)(bN)=(ab) N oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. Herhangi xe (aN)(bN) alalim.
xe (aN)(bN) oldugundan x = x,x, olacak sekilde 3x, € aN ve 3x, € bN vardir. x, € aN ve
x,€ bN oldugundan x, =an, ve x,=bn, olacak sekilde 3n,n,e N vardir. Burada
x =xx, =anbn, olur. n,e N oldugundan nbe Nb olur. N <G oldugundan Nb=bN olup
mbe Nb=bN olur. O halde nb=bn, olacak sekilde dn,e N vardir. Bu durumda
x=anbn, =abn,n, olur. Burada n;,,n,e N ve N<G oldugundan n;n,e N olup
x=abn;n, € (ab) N olur. Yani Vxe (aN)(bN) igin xe (ab)N olup

(aN)(bN) < (ab)N ... (1)
olur. Herhangi x€ (ab)N alalim. x€(ab)N oldugundan x=abn olacak sekilde Ine N
vardir. Burada x=abn =aebn olur. e,ne N oldugundan aee aN ve bne bN olur. O halde
x=aebne (aN)(bN) olup

(ab)N < (aN)(bN) ... 2)
olur. (1) ve (2) den (aN ) (bN ) = (ab) N olup istenen elde edilir.



Teorem 3.4.12. N <G ise G/ N, a,be G olmak lizere VaN,bN € G/ N igin
(aN)*(bN)=(aN)(bN)

i.le tanimli * iglemine gore bir gruptur.

Ispat: N <G olsun. G#< oldugundan G/ N #O olur. Bir onceki teoremden a,be G

olmak iizere VaN,bNe G/ N igin (aN)*(bN)=(aN)(bN)=(ab)Ne G/N olup * islemi

G/ N de bir i¢ islem olur.

* igleminin tanimi ve bir Onceki teoremden a,b,ce G olmak iizere
YaN,bN,cN e G/ N igin

(aN)*[(bN)*(cN)]=(aN)*[(bc)N |=(a(bc))N =((ab)c)N =[ (ab) N ]*(cN) =[ (aN)*(bN) ] (cN)
olup * isleminin G/ N de birlesme 6zelligi vardir.

G/Nnin eN =N elemanin1 alalim. * isleminin tanimi ve bir Onceki teoremden
aeG  olmak  iizere VaNeG/N  i¢in  (aN)*(eN)=(ae)N=aN  ve

(eN)#(aN)=(ea) N=aN olup eN=N eleman1 G/Nnin * islemine gore birim elemant
olur.



ae G olmak iizere herhangi aNe G/N alalim. G/ Nnin a'N elemanim alirsak *
isleminin tammi  ve bir Onceki teoremden (aN )*(a‘lN ):(aa‘l)N =eN=N ve
(a”'N)*(aN)=(a"'a)N=eN =N olup a”'N elemam aN elemaninin G/Nde * islemine

gore tersi olur. Yani G/ N deki her elemanin G/ N de * islemine gore tersi vardir.
Boylece G/ N kiimesi * igslemine gore bir grup olup istenen elde edilir.

Not: Teoremdeki * sembolii yerine de genellikle - sembolii kullanilacaktir. Ayrica
(aN)(bN) ve (ab) N gibi ifadelerde parantezler konulmayacaktir.

Tamm 3.4.13. N < G ise G/ N grubuna, G nin N ye gore boliim grubu denir.

Teorem: G bir sonlu grup ve N <G olsun. Bu durumda G/N de bir sonlu gruptur ve
o(G/N)=0(G)/o(N) olur.

Ispat: G/N ={aN|ae G} ve G sonlu elemanh oldugundan G/N de sonlu elemanli olur.
Ayrica G/ N nin tamm ve ilgili teoremden o(G/N)=(G:N)=o(G)/o(N) olup istenen
elde edilir.



Not: G bir toplamsal grup ise degismeli olacagindan her alt grubu normal olur. Su halde G nin
her alt grubuna gore bolim grubu tamimlanabilir. Burada bolim grubundaki islem de

genellikle + ile ifade edilir. N <G ve a€ G ise a nin denklik sinifi a=a+N ={a+x|xe N}

olur.

Teorem 3.4.14. Bir grubun indeksi 2 olan her alt grubu normaldir.
Ispat: G bir grup ve N, G nin G igindeki indeksi 2 olan bir alt grubu olsun. N <G oldugunu
gosterirsek istenen elde edilir. xe G olmak iizere

xe Noe'xe Noe=, x(modN) < N =eN =xN
ve
xeNoxe'e No x=e(modN) & Nx=Ne=N

denklikleri vardir. Herhangi ae€ G alalim. Eger ae N ise yukaridaki denkliklerden aN = N
ve Na=N olup aN = Na olur. Kabul edelim ki a¢ N olsun. Bu durumda yine yukaridaki

denkliklerden aN # N ve Na# N olur. aN # N ve (G:N)=2 oldugundan G de N ye gore
sol denklik smiflarinin ailesi {aN,N} olup bu aile G nin bir ayristmi oldugundan

G=aNUN ve aN(\N =@ olur. Bu durumda aN=G—N olur. Na#N ve (G:N)=2



oldugundan G de N ye gore sag denklik siniflarinin ailesi {Na, N} olup bu aile G nin bir

ayrisimi oldugundan G=NaUN ve Na(IN = olur. Bu durumda da Na=G—-N olur.
aN =G—N ve Na=G-N oldugundan aN = Na olur. Yani Vae G i¢in aN = Na olup
tanimdan N <G olur.

Teorem 3.4.15. N <G olsun. N<K<G ise N<K ve K/N<G/N olur. Eger ayrica
N<K <G ise K/N<G/N olur. Tersine, G/ N nin alt gruplart N <T <G olmak iizere
T /N seklinde ve normal alt gruplari da N <7 <G olmak iizere T/ N seklindedir.

Ispat: N<K <G olsun. Herhangi ae K ve herhangi xe N alahm. aec K ve K<G
oldugundan ae€ G olup ayrica xé N ve N <G oldugundan axa '€ N olur. Yani Vae K
ve Vxe N icin axa”' € N olup ayrica N <K oldugundan tanimdan N <K olur. N <K
oldugundan K/N bolim grubu tanimhidir. Ayrica K/NcG/N ve K/N Dbolim
grubundaki islem G/N grubundaki islem oldugundan K/N <G/N olur. Simdi kabul

edelim ki N <K <G olsun. Herhangi aNe€ G/ N (a€ G) ve herhangi xNe K/N (x€ K)

alahm. aeG, xeK ve K<G oldugundan tamimdan axa'€e K olup
aNxN (aN)"' =axNa'N=axa’Ne K/N  olur. Yani VaNeG/N (aeG) ve



VixNe K/N (xe K) igin aNxN(aN)' € K/N olup aynica K/N<G/N oldugundan
tammmdan K/ N <G/ N olur.
Tersine, G/ N nin herhangi T alt grubunu alalim. 7T ={ce G‘CN IS f} kiimesini

tanimlayalim.  Vxe N igin e¢'x=xe N  oldugundan e=, x(modN)  olup

XN =eN=N=¢;,, € T ve buradan da xeT elde edilir. O halde NcT olur. Burada
N#O oldugundan T #Q olur. Ayrica T <G oldugu da agiktir. Yani @ #7T c G olur.
Herhangi a,be T alalim. a,beT oldugundan aN,bN e T olup T<GIN oldugundan
ab"'N=aNb"'N=aN(bN) "' €T olur. O halde T nin tammundan ab™eT olup ilgili
teoremden 7 <G olur. Ayrica N T oldugundan N<T7 <G olur. NG ve N<T<G
oldugundan N <«T ve T/N <G/ N olur. Herhangi xeT/N alalm. xe T/N oldugundan

x=xN olacak sekilde 3xe T vardir. xeT ve T = {ce G‘cN € T} oldugundan x=xNeT

olur. Yani Vxe T /N icin xeT olup
T/INcT ...(1)



olur. Herhangi xeT alalm. xe T ve T<G/N oldugundan xeG/N olup x= xN olacak
sekilde dxe G vardir. xN xeT oldugundan 7 nin tanimindan xe 7T olup x=xNeT/N
olur. Yani Vxe T icin xeT/N olup

TCT/N ...(Q2)

olur. (1) ve 2)den T =T/ N elde edilir. Son olarak, kabul edelimki T <G /N olsun. T <G
oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. Herhangi ae G ve herhang1 xeT alalim. ae G ve

xeT oldugundan aNeG/N ve xNeT/N= T olup T<G/N oldugundan
axa'N =aNxNa'N =aNxN (aN)"' €T olur. axa’NeT oldugundan T nin tammndan

axa”'eT olur. Yani Vae G ve VxeT icin axa'eT olup ayrica T <G oldugundan
tanimdan 7 < G olur.

Teorem 3.4.16. G bir grup, NG, N<K<G ve N<T<G olsun. Bu durumda
K/ N =T/N olmasi icin gerek ve yeter kosul K =T olmasidir.

Tamm 3.4.17. Bir G grubunun {e¢} ve G den bagka hi¢bir normal alt grubu yoksa G ye bir
basit grup denir.



ORNEK: Mertebesi asal olan grup basittir.

Tamm 3.4.18. G bir grup, M <G ve M # G olsun. G nin M yi kapsayan M ve G den baska
hicbir normal alt grubu yoksa M ye G nin bir maksimal normal alt grubu denir.

Teorem 3.4.19. G bir grup, M <G ve M #G olsun. Bu takdirde M nin maksimal olmasi
icin gerek ve yeter kosul G/ M nin basit olmasidir.



